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Introduction

Ce document est destiné aux étudiants entrant en MPSI ou PCSI au lycée Saint Stanislas a Nantes. Il est constitué
d’exercices pour consolider et réviser les techniques de calcul vues au lycée. Maitriser celles-ci est indispensable pour
étre plus a l'aise lors des premiers mois en classe préparatoire en mathématiques mais également dans les autres
matieres scientifiques.

Les exercices proposés vont de I'exercice d’entrainement a la maitrise du calcul littéral a des exercices plus ardus qui
nécessite davantage de réflexion. Ne pas savoir faire tous les exercices ne préjuge en rien de votre future réussite en
CPGE. Le temps passé a la recherche permet aussi de progresser et de mieux comprendre une solution.

Dans les QCM, il y a une et une seule bonne réponse.

Certains exercices sont plus difficiles. Ils sont signalés par le symbole @,

Bonne lecture et préparation de la rentrée.
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Calcul numérique et littéeral

1. Opérations dans R

On rappelle qu’il y a seulement deux opérations sur les réels : I'addition et la multiplication. Soustraire c’est ajouter
. o . 2 1 . .
I'opposé : 3—5 =3+ (—5), et diviser c’est multiplier par l'inverse : 5 2% 3 Tous les réels ont un opposé, et tous les

réels sauf 0 ont un inverse. Lopposé d’une somme est la somme des opposés : —(a + b) = —a—b et I inverse d'un

1 1 1

produit est le produit des inverses : P X =.
a a

b
Des propriétés de ces deux opérations découlent les régles de calcul suivantes :
Pour tous réels a, b, ¢, d :
» sia = b alors a+c = b +c (on peut ajouter le méme nombre de part et d’autre d’une égalité), il en découle
quesia+b=calorsa=c—b.

» sia = b alors ac = bc (on peut multiplier par le méme nombre de part et d’autre d’une égalité), il en
. . c y 1 e 2 .
découle que si ab = c et b est non nul alors a = 3 On en déduit également que si b et d sont non nuls alors

a ¢ . . . .
3 = 7 si et seulement si ad = bc (produit en croix).

Rappels sur les puissances entiéres :

» Définition : si n est un entier naturel non nul et x un réel, alors x™ = x x - -- x x (n fois), par convention, x° = 1

(méme si x = 0!). Si n est un entier naturel et x un réel non nul, alors x™" est I'inverse de x", c’est a dire

1 1 1
X "=—==x---x—,
xm x x
» Regles de calcul : soit x et y des réels et n et m des entiers (éventuellement négatifs si les réels sont non nuls) :

n

s exy)t=xTxy"; (E) :x—n (y non nul).
y y

. xnxmzxn+m; Z —x

() =X

1.1. Calculs sur les puissances

*Exercice 1.1
1 - Soit n €N, a quoi est égal 2" + 2" ?

O 4" O 4™ o 2" o 3"

12
2 — A quoi est égal 25 ?

-13
DE | o2 o 2

N

3 -SoitneNetme€N, a quoi est égal 2" x 3™?



O 6mn O 6Tl+m O 5n+m

V2
. . V2
4 — A quoi est egal(\/i 2) ?

O cela ne se simplifie
pas

o v2 o2 O cela ne se simplifie O \/52‘5
pas
5 — Soit n €N, & quoi est égal (—1)72"1?
o -1 o1 O cela dépend de la O 2n+1
parité de n
*Exercice 1.2
Simplifier les expressions suivantes :

1/ (2a°b%); (—3ab?)*; ((a2b%)%)".
2/ (3a®) x (ab®)*; (5a%b)? x (—ab®).
3/ (2_612)2; (a_z)s,

b3 —p3

b2 2a° b

4/ (3a%) x (5); (F) x (E)
5/ (2ab™*)2; (a®b™*); ((a2b%)2).
6/ (—a?b™ ' x(a?b)2; (5a7'b?)? x (—a?b)7.

2\ p—1\ "2
7/ | =1 ; Ba®)x|—] .

/ ( - ) (363 x| =
*Exercice 1.3
Soit n € N. Exprimer en fonction de a = 2" :

1/A=2n+3 5/E:2n+3_22n+5><2n+1_3x2n+2
2/ B= 22n+1 6/ F= (_2)2n+3

__o—2n — 1
3/ C=2 7/ G= (_Z)m

4n+1

4/ D= 21-3n 8/ H=8"

1.2. Calculs sur les fractions

*Exercice 1.4
Simplifier les expressions suivantes en précisant le domaine de validité :
14(6x —7) 3x +4 2x +1 5x2 + 4x

1/ ; X .
(x—2)Bx+1) (x—2)(2x—5)" x2+42x 2x24+7x+3
x—4 x—6 x—8

+ + .
x—5 x—4 x-3
3/ 2 Sx—1  3x—-7 10x—1‘
x(2x—1) x(2x+1) 4x2—1

2/

*Exercice 1.5

Simplifier les expressions suivantes ot x, y, z et t sont des réels non nuls dés qu’ils apparaissent au dénominateur.

v (xy)(xz) 344
- 3/ C = ———= _ 3
1/ A= 3 / xt S/ E=1
t 2Ty
26 =45
_ 18 7 12 x11 x 10 x
o) B= XY HX2 4/ D=5" 6/ F— 12X 11x10x9
xt 14 5x4x3x%x2



2x _ 3 4 _ 3 4x2+41
7/ 1= I+ 7= 8/ J= (—18)° x 2 :( 50) _ o) K= 5 -1
x+vV1+x2 (_25)4 x (_4) x (_27) 1_ X

*Exercice 1.6
Que pensez-vous de I'égalité suivante ?
37°+13°  37+13
373+24%  37+24

METHODE : Décomposition en éléments simples

Il est possible d’écrire certaines fractions sous la forme d’'une somme, on dit que Uon a décomposer la fraction en
éléments simples. Cette décomposition sera précisée et généralisée au cours de Uannée. On disposera alors de techniques
plus simples pour calculer les coefficients de la décomposition.

Voyons sur un exemple comment procéder. On considere la fraction 2313
x2—3x

» On cherche les réels qui annulent le dénominateur (racines du dénominateur), ici il s’agit de 1 et 2.
» On va pouvoir alors écrire la fraction sous la forme :
2 _ 2 __a b
x2—=3x+2 (x—1)(x—2) x—1 x-—2
oll a et b sont deux réels a déterminer.

» On réduit au méme dénominateur le terme de droite :
2 _a(x—=2)+b(x—1)
x2—=3x+2  (x—1)(x—2)
» Sachant que les dénominateurs sont égaux, on peut identifier les numérateurs
2=a(x—2)+b(x—1)=(a+b)x—2a—>

On identifie les coefficients des polynémes obtenus, ce qui conduit au systéme :
a+b=0 a=-2
—2a—b=2 b=2
2 = 2
= +
x2—3x+2 x—1 x-2

On conclut :

*Exercice 1.7

. 4 . . +3 2x+3
Décomposer en éléments simples la fraction

——— . En déduire une primitive de f : x —» ———— sur un
. o x2+5x+6
intervalle a préciser.

*Exercice 1.8

Adapter la méthode précédente pour décomposer en éléments simples la fraction

x3—2x2—3x
*Exercice 1.9
A l'aide d’'une décomposition en éléments simples, démontrer que la suite définie pour n = 2 par :

n

1
Snzzk(k—l)

k=2
est majorée par 2.

1.3. Développer et factoriser

*Exercice 1.10

1/ Développer :
(@) (4a—3b)%; 6y +5x)?; (5ab—3c?)?.
() (a+b—c)?; (3a—2b+c).



© (x+yP+x—y); (P +yP+(*—y)
(d) (a+3b)(a®+3ab+9b?); (a+3b)(a®—3ab+9b3).
@ (1+x)A+xvV3+x)(A1—xvV3+x2); (1+3x+3x2+x%)(1—3x%—x%).
2/ Factoriser :
@ (x+3)2+2(x+3)(x—4)+(x—4)?; 4x>+8x2y +4xy>.
(b) 5x3—20xy?; 81x*—16y*; 49x2y?—100.
(© x?>—2xy+y?—2%; a®—b*—c*>—2bc.
d (x+y)P—x3—y; x®*=27y%.
(e) 4b%c®—(b%+c2—a?)?; 8x%+125.
*Exercice 1.11
Simplifier les expressions suivantes :

1. A=V 3+242 (on pourra écrire 3 + 24/2 comme le carré d’un nombre de la forme a + bv/2)

2. B:\/2+\/2+«/§x \/2—\/2+«/§
3. cz(\/7—2\/€+\/7+2\/€)2

*Exercice 1.12
Pour x € R et y € R, démontrer I'inégalité suivante :

(x —y«/ﬁ)z(x +y1/§)2 <xt+ 4y4

A quelle condition a-t-on I'égalité ?

*Exercice 1.13 1
Pour x € R’ on pose f(x) = x* + —.
X

1

1. Exprimer f(x) en fonction de (x - —).
x

2. En déduire le minimum de f sur RY.

*Exercice 1.14
Soit a et b des réels.
1. Développer (a + b)® et (a —b)>.
2. Développer (3 —2v3)°.

*Exercice 1.15
Soit a et b des réels. Compléter les factorisations suivantes :

1. a®=b>=(a—Db)(...).
2. @+ b3=(a+Db)...).
3. a*=b*=(a-0b)(...).

3 _
4. En déduire lim X 8.
x-2 x—2

METHODE : Utilisation de la quantité conjuguée
Cette méthode permet de réécrire certaines expressions avec des racines carrées.

o Soit Uexpression A = 1/8—\/5 Pour supprimer les racines carrées au dénominateur de la fraction, on multiplie
le numeérateur et le dénominateur de A par la quantité conjuguée du dénominateur c’est-a-dire par V6+ 2.
4 4 V6+v2  4W6+v2) 46+ 4v2)

=V6+v2

A oA Vo-va Vorvi (o-v2)d6+v2)  vE_ v

o Cette méthode permet de lever des indétermination dans le calcul de limite. Par exemple, si on veut calculer




lim v x244—x, on commence par transformer Uexpression :

x—+00

Vx2+4+x VXt —x? _

VT A x = (VBT d—x) _

4

Vx2+4+x

Sous cette forme, la limite se calcule sans probléme et vaut O.

VZ+d+x  JxZt+a+x

*Exercice 1.16
Ecrire sans racine carrée au dénominateur, les expressions suivantes :

3

1 oAz 3v2+1
1—+2

9 B= 2

’ V5-1

3. Czﬁ—l
V241

*Exercice 1.17
Calculer les limites suivantes :

o V1I+x—1

1. im ———.
x—0 X

2. lim vVx2—1—x+1
X—+00

1.4. Factorielle

Factorielle

)

La notation n! qui se lit « factorielle n » désigne le produit 1 x 2 x - - - x n. PAr convention 0! = 1. Cette notation

permet d’écrire explicitement les coefficients binomiaux :

YneN,Vke[0;n], (Z) = k!(n—k)!

n!

*Exercice 1.18
1 - Que vaut 5!?

o 25 O 24 O 120

2 — Soit n € N*. Que vaut

(n+2) )
n!

a2 O 2n+3 On+2

3-SoitneN*.Quevaut2x4x6x---x2n?

g @t o 2"(n!) o 2(n!)

n!

4-SoitneN*. Quevaut1 x3x5x%x:--x(2n—1)?

(2n)! n! o (2n—1)!

2n(n!) - 27(2n)!
1 PR S U
(n+D(n+1) (n+1) nn!

5 — Soit n € N*. Que vaut

0O 240

O (n+1D(n+2)

O (2n)!

- (2n)!
n!




1 —n
O+ D+ D

6 — Soit n € N. Que vaut (g) ?

n(n+1) n
0 — D TEIE

*Exercice 1.19
Déterminer, si elles existent, les limites suivantes :

2. Equations - Inéquations

2.1. Equations

*Exercice 1.20

1/ Résoudre dans R les équations suivantes :

1 2 +1
(@) ==,
x+3 x—1" x—1
5 3 —
) x+3 x 9:£+5
4 3 2

(c

D+ D)

) (2x=3)(2x+3)  (x—4)? _ (x+1)(x—2)

8 6 3
(d

) (x—2)2 N (x=5)(x+4) _ (5x+4)(x—3) 20

3 2 6
2/ Méme question mais avec un parameétre réel m :

(@A) myx—3m=3x+5m—1; mx—5=m—3x
b) m*(x—1)+3m=x+2; m*(x+1)+3m=x+4

xX+2m 3x—m m m—2x
() +2= 4+ —=———
5 2 10 20

*Exercice 1.21

1/ Résoudre dans R les équations suivantes :

@ (x—1)2x+3)+(x+1)?%*=0
(b) (2x +5)% =(3x +2)?

2/ Méme question mais avec un parametre réel m :

(m—1%*’x 2 2x+1 m
— -+ =3x+—
@ 37 6 X7

*Exercice 1.22
Résoudre dans R les équations suivantes :

. —3x249x—6=0
. x2—7x+10=0

L 2x2—=2/3x+v2=0
3x2 x 1

= 42 _Z=0

4 3 5
2x+5 3x—6

x—2 x+4

AW N e

1 1
O G Dm+ D O+ D+ D

n(n—1) n—1
K 2 2

© x+D(x+1)2=402x+1)
@ @x+1DBx+2)+@2x+1)(x—2)=4x%2—1

mx+2

(b) 3

4

Cxt+3x%2+2=0
. (2—4x -1 —(6x2-3x—1)*=0
. (mM=2)x2+5x+7—-m=0

.M+ +2m+1D)x+2—m=0



*Exercice 1.23
Déterminer les réels x et y de somme S et de produit P dans les cas suivants :

1.S5S=9etP =18 4.S=2etP=1
8m+1 16m+
2.S=6etP=135 5.5=m*1  p_lom+d
m
3.S85=2etP=2 6.S=6etP=135
*Exercice 1.24
Pour x réel on pose f(x) = 3x*—7x®+8x%—7x + 3.
1
1. Pour x # 0, exprimer £ en fonctionde y = x + —.
x
2 . En déduire un procédé de résolution de I’équation f(x) =0
*Exercice 1.25
Rappel : |x| = a équivaut a a = 0 et (x = a ou x = —a).
Résoudre dans R les équations suivantes :
1. |x+3]=4 |2x—1]|=7 4. |x|+]x—1=1
2. |x=2|=|x+3| 5. |x]—=Ix=1||=1
3. |x—1=3x—x? 6. |x|+|x+1]+|x—1=2
*Exercice 1.26
Rappel : Vx = a équivaut 3 a > 0 et x = a>.
Résoudre dans R les équations suivantes :
1. x+1—+v/4x—-15=4 3. V2x+5—+vx+3=2
2. V1ex—7=8Vx—4 4. Vx+3—vx—12=+vx+12

2.2. Inéquations

*Exercice 1.27
Les implications suivantes sont-elles vraies ou fausses? Si elles sont fausses, donner un contre-exemple en choisissant
des valeurs pour les variables mises en jeu.

1. SoitaeR,beR:a<b = a<hb.

2. SoitaeR,beR:a<b = a<hb.

3. SoitaeR,beR,ceR:a<b = a+c<b+c

4. SoitaeR,beR,ceR:a<b = a—c<b—c.

5. SoitaeR,beR,ceR,deR:(a<betc<d) = a+c<b+d.
6. SoitaeR,beR,ceR,deR:(as<betc<d) = a—c<b—d.
7.S0itaeR,beR,ceR,deR:(a<betc<d) = a+c<b+c.
8. SoitaeR,beR,ceR,deR:(a<betc<d) = a+c<b+c.
9. SoitaeR,beR,ceR,deR:(as<betc=d) = a—c<b—d.
10. SoitaeR,beR,ceR:a<b = ac < bc.

11. Soita€R,beR,ceER, :a< b = ac < bc.

12. SoitaeR,beR,ceR, :a<b = ac < bc.

13. SoitaeR,beR,ceR,deR:(a<betc<d) = ac < bd.

14 . SoitaeR,beR,ceR,deR:(0<a<s<bet0<c<d) = ac<bd.
15. Soita€eR,beR,ceR,deR:(as<b<0etc<d<0) = ac<bd.
16. SoitaeR,beR,ceR,deR:(a<b<0etc<d) = ac>bd

17 . Soita€eR, beR,ceR,deR:(a<0<betc<0<d) = ac<bd



18. Soita€R,, beR, :a<b = va<vb

19. Soita€R,beR:a< b = a’®< b2

20. SoitaeR,beR:0<a<b = a®<b>

21. Soita€R,beR:a<b<0 = a?< b2

22. Soita€R,beR:a<b<0 = a’=>b>

23. SoitaeR,beR:a<b = a® < b3

24. SoitaeR*",beR*:a<bh = %<%.

25. SoitaeR,beR:0<a<b = %S%.

26. SoitaeR,beR:a<b<0 = %<%.

27. Soita€R,beR,ceR*, deR*: (a<betc>d) — %gg.

*Exercice 1.28 X
On considere deux réels x et y vérifiant 2 < x < 4 et —5 < y < —3. Donner un encadrementde x+y, x—y, Xy et —.
y

*Exercice 1.29
Soit x € R. Comparer x et x2.

*Exercice 1.30
Résoudre l'inéquation d’'inconnue x dans R :

<1

=N



Fonctions usuelles

1. Fonctions polynomiales

1.1. Trindbme du second degré
*Exercice 2.1

) . . . . x>—4x+4
Déterminer, si elle existe, lim ———

. On pourra commencer par simplifier la fraction.
x=2x2—5x+6

*Exercice 2.2
Trouver tous les réels x solutions des équations suivantes :

1. (x—1D(x—-3)=1 4. x*—2x2—-6=0
2 5
2.X3—5X2+6X=O 5. W-i_—l:l
x+7 4x—2 X X
3. x_2 X_S :5 6-(..e—x_5=ex

“Exercice 2.3

Quel est le maximum de la fonction définie sur R par f: x — ax?+ bx +caveca, betc réelseta < 0?
Méme question avec le minimum et a > 0.

~
( Signe d’un trinéme du second degré - Somme et produit

t des racines

-
J

On considére le trindme ax? + bx + c avec a € R, b € R et ¢ € R. On note a et B les racines
réelles ou complexes du trindme (éventuellement a = f3 en cas de racine double). On a :

ax’+bx+c=alx—a)x—pB) (%)
Cette factorisation permet de trouver le signe du trinome selon le discriminant A :
e si A >0, le trindme est du signe de —a entre les racines et du signe de a a 'extérieur des racines.
e si A <0, le trin0Gme est de signe constant celui de a sur R.
En développant le second membre de (%), on obtient ax? + bx + ¢ = a(x? — (a + 8)x + af) et en identifiant

les coefficients des termes de méme degré, on a :

b
S = a+ f =——(somme des racines) P=aff = < (produit des racines)
a a

Réciproquement deux réels de somme S et de produit P sont les racines du trinéme :

x?>—Sx+P
g

*Exercice 2.4
Résoudre dans R les inéquations suivantes :



1. x2—5x+6<0 4.25<(x—2)?<36

9 25 5 X —x+2
P =X "x+1 x—3
3.x2=2x+3>0 6. ® x+vVx+1<11

1.2. Fonctions polynomiales

( Racines et factorisation d’une fonction polynomiale ]\

( N

o Une fonction polynomiale est une fonction définie sur R par :

n
fixmay+tax+---+a,x" =Zakx
k=0
ou les a;, 0 < k < n, sont des réels et n € N. Si a,, # 0, alors n est appelé le degré de la fonction
polynomiale.

k

 Sia est un réel ou un complexe solution de ’équation f (x) = O alors il est possible de factoriser f (x)
par (x —a).
Par exemple, on considére la fonction polynomiale f définie par
fl)=x>+2x+3

On remarque que f(—1) = 0. On peut donc factoriser f (x) par x —(—1) = x + 1. Par conséquent, il existe
des réels a, b et c tels que :

f(x)=(x+1)(ax®+bx +¢)
De téte, on trouve a = 1 (on identifie les termes de degré 3), ¢ = 3 (idem pour les termes constants) et
b = —1 (on identifie les termes de degré 2 ou 1). On a ainsi :

fx)=x3+2x+3=(x+1)(x*—x+3)

« Sivous ne parvenez pas a trouver de téte les coefficients, on peut toujours développer (x+1)(ax?+bx +c)

et résoudre le systeme obtenu en identifiant les coefficients des termes de méme degré.
- J

*Exercice 2.5

En trouvant une solution évidente, trouver tous les réels solutions de ’équation :

x3—6x2+11x—6=0

*Exercice 2.6

Pour quelle valeur de a € R peut-on mettre en facteur x — 2 dans la fonction polynomiale suivante ?
flx)=3x3—ax?+2x—4

Avec cette valeur de a, résoudre I'équation f(x) = 0.

*Exercice 2.7

@ Montrer que I'équation suivante admet une unique solution réelle :

X3 —3x2+6x+2=0



2. Exponentielle et logarithme

*Exercice 2.8
Vrai ou faux.

1
2
3.
4.
5
6

7.
8.

9.

10.
11.
12.
13.
14.
15.

Pour tous x ER et y € R, ™ = e*e”

eX

Pourtous x ERety €R,e = e
e

Pour tout x e R e = —e*

Pourtous x e Ret y e R, e’ =e* +¢”
Pour tous x € R et y € R,In(xy) =In(x) + In(y)

* * X _
Pour tous x €R} ety € R+,ln(—) =In(x)—1In(y)
Pour tout x € R* ln(l) S

+ x) In(x)

Pour tout x € R}, In (%x) = 4/In(x)

Pour tout x € R} In(v/x) = %ln(x)

elnS + e*ln3 =9

e%ln4+efln% =4

Pour tout x e RIn(e* + 1) =x+1In(e™ + 1)

Pour tout x € R In((x% +1)?) =2In(x® + 1)

In(e™?)=—2

L'unique solution de I'équation In(x +2) =1 est x = e — 2

o000 0 0O 0O UDOO0OD O O<
ooy 0 U U OO0 0 0=

*Exercice 2.9
1 - Soit x > 0. A quoi est égal In(x + 1) —In(x)?

1 1
O ln(1+—) O ln(l——) oo
x x

2 — A quoi est égal In(3*) +1n(3%) — In(3%) ?

O1 oo Oe

3 - Soit x > 0. A quoi est égal 4/In(x)?

0 2 In(x) . m(%x) 0 In(v)

4 — Soit x > 0. A quoi est égal In (x%) ?

| %ln(x) m| gln(x) O ln(g)-i-ln(x)

5 — Soit x et y des réels. A quoi est égal e*¥ ?

O e¥+e” O e*e” O cela ne se simplifie
pas

1
6 — Soit x € R. A quoi est égal —7?
e

2=

Oe™ O cela ne se simplifie
pas

Oe

7 — A quoi est égal le réel (In(4)) x In(v/2) ?

O —In(x)

O cela ne se simplifie
pas

O cela ne se simplifie
pas

(5)
O xIn| =
3

O ex+y



O In(4+ v2) O In(4v2)

8 — Soit n € Z. A quoi est égal In(e™) — 2e +1In(1)?
O e"—2e

O e"—2e+e

9 — A quoi est égal le réel In(2 + v/3) + In(2— V3)?

o1 oo
*Exercice 2.10
Exprimer a I'aide de In(2) et In(3) :
1. A=1In(96) 3.C= 1
In(12)
5 4. D —ln( L )
*Exercice 2.11
Calculer les limites suivantes :
X
1. lim In(x) 5. lim <
x—+00 X x—0 X
s X
2. lim xln(x) 6. lim —
x X—+00 x
3. lim — 7. lim xe*
X——00 X X——00
*—1 In(1
4.lime 8. lim n(1 +x)
x—0 X x—0 X

*Exercice 2.12
Résoudre les équations ou inéquations suivantes :

A 62X+1 — 3

. e¥ 45 —6=0
. In(In(x)) < -2
. ex2+6 < eSx

. In(x —2)+1In(x + 3) =1n(2)

g h W N =

*Exercice 2.13

U‘Onposef:x'—>ln(\/x2+1—x).

1. Déterminer 'ensemble de définition de f, noté Dy.

10.

11.

12.

N

O In(2) O (In(2))?
O n—2e On—2e+1
1 1
04 m +
2+v3 2—43
5. E=In(18 x 36)
6. F=In(12+36)
. 1
- lim xe* 13. lim nfcx)
. x .
xl}ﬂrnoo xe 14 . XEPmXIn(X)
lim x In(x) 15. lim xIn(x)
x—3 x——1
In(1+2 In(1+2
lim u 16 . ® lim m
x—0 2x x—0 3x
9 1
. @ (In(x))* + =2

(In(x))?

. @ 2In(x) +In(x +1) = In(x>® — x% + x)

(ex + e_x) =1

2. Montrer que la fonction f est impaire, c’est-a-dire que pour tout x € Dy, on a f(—x) = —f (x).



3. Valeur absolue

- L Définition et propriétés jﬁ

X six=0
x| = .
—x six<O0
e Pour tout x €R, |x| = 0.

X

|x|

Iyl

|xy|=|x||y| (en particulier |—x| = |x]|) et

|x + y| < |x|+ |y| (inégalité triangulaire).
* Se «débarrasser » d’'une valeur absolue :
% Dans une égalité : x| = a équivautaa <Oet (x =a ou x =—a).
% Dans une inégalité :
a équivaut a —a < x < a (pas de solution si a < 0)
a équivauta x < —a ou x =da.

&

La valeur absolue d’'un réel x (notée |x|) est le maximum entre x et —x, autrement dit :

*Exercice 2.14

Simplifier

A=y (2—V3r—y/(3-2v3)

*Exercice 2.15

Résoudre les équations ou inéquations suivantes :

1. |x|=36 5. |x—2|<9
2. |x|<4 6. |x+1/>4
3. |x|>7 7. |x+1=|x—-2]
4.2<|x|<5 8. @ |x*—5x|=4

*Exercice 2.16
Quelles assertions traduisent la relation |x —a| < € ol x, a et ¢ sont des réels avec ¢ > 0?

1. —e<x—a<e

N
™
N
=
|
Q
N
&

=
3.a—e¢s<x<a+e¢
4. c—as<x<e+a






Trigonométrie

- [ Guide de survie en trigonométrie ]ﬁ

On consideére a et b des réels.

Pythagore : cos®(a) +sin?(a) = 1.

Angles opposés, complémentaires, supplémentaires.

cos(a +2m) =cos(a) | sin(a+2m) = sin(a) cos(—a) = cos(a) sin(—a) = —sin(a)
cos(a+ 1) =—cos(a) | sin(a+ ) =—sin(a) | cos(r—a) =—cos(a) | sin(w—a)=sin(a)
T . . T T . . T
cos (— + a) = —sin(a) | sin (— + a) =cos(a) | cos (— - a) = sin(a) sm(— - a) = cos(a)
2 2 2 2
Valeurs remarquables.
T T T T
a (ol = | = | = |=
6 4 3 2
2 1
cos(a) | 1 @ £ - 0
2 2 2
1 2 3
sin(a) | O = £ £ 1
2 2 2
Duplication et linéarisation.
2 ) 2 . 5 1+ cos(2a)
cos(2a) = cos®(a) —sin“(a) = 2cos“(a) — 1 =1 —2sin“(a) | cos*(a) = —
1-— 2
sin(2a) = 2sin(a) cos(a) sin?(a) = y

Formules d’addition.
cos(a + b) = cos(a) cos(b) —sin(a) sin(b) et sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a)sin(b) et sin(a— b) =sin(a)cos(b)— cos(a)sin(b)

Equations trigonométriques.
cos(a) =cos(b) &< a=b[2n]oua=—-b[2n] et sin(a)=sin(b) < a=b[2n]oua=rn—b[2n

La notation a = b[27] signifie qu'’il existe k € Z tel que a = b + 2k.

J

La majorité des formules précédentes se retrouvent a I'aide du cercle trigonométrique.



T
>
1
sin x
x X
0 coSx 1
sin x
sin x
cosx cps(m + x) / T+Xx
—yx 9dos(—x cosx
sin(7t + x)
sin(—x)
sin(7t —x) | sin x
T
T—X

_ cos x T cos
os(7T— x) cos(E —x)




Ve K Fonctions cosinus et sinus ]ﬁ

Voici un zoom sur l'intervalle [—7, 7t].

La fonction cosinus est périodique de période 27 et elle paire (donc symétrie par rapport a 'axe des ordonnées).
La fonction sinus est aussi périodique de période de 27t mais elle impaire (donc symétrie par rapport a l'origine).

Cos x

sin x

*Exercice 3.1
a, b sont des réels. A I'aide du formulaire, donner des formules pour :

1. cos(a)cos(b) 3. sin(a)sin(b)
2. sin(a)cos(b) 4. cos(a) + cos(b)

*Exercice 3.2 o
Calculer cos ﬁ) de deux facons différentes :

1. En utilisant 'une des formule de linéarisation et développement.

T m T
2. Enremarquant que — = — — —.
12 3 4

*Exercice 3.3
Donner les valeurs suivantes :

1 ( TC) . ( 571) (2875)
. Cos| —— 3. sin| — 5. cos| —
3 2 3
5 31
2. cos(?n) 4, sin(—%) 6. sin(—Tn)

*Exercice 3.4
Trouver tous les réels x vérifiant les équations suivantes :

5. sin(a) + sin(b)

7 cos(s—n)
’ 6
1
8. sin (—ﬁ)
4

T . 3m
. @ Cos (2x— —) = sm(x + —)
3 4

1 I 3n
1. cos(x)=—= 5. cos(Zx——)zcos X+ —
2 3 4
5
2. sin(x) = —
4 6
1
3. sin(2x) = —

V2

3
4. cos(x)sin(3x)=0 7. @& cos?(x)— > cos(x) =1



*Exercice 3.5
Trouver tous les réels x vérifiant les inégalités suivantes. On pourra s’aider du cercle trigonométrique.

3 1 3
1. cos(x) = —. 3. —= <ssin(2x) < £
2 2 2
. 1 x
2. sin(x) < —3 4. @& cos(x) > cos (E)

*Exercice 3.6
Résoudre I'équation : V2 cos(x) + \/gsin(x) = 2. On pourra commencer par factoriser le membre de gauche par 2v/2
et reconnaitre une formule de trigonométrie.



Nombres complexes

*Exercice 4.1
1 - A quoi est égal i/ ?

o1 O
2 - A quoi est égal (1 —2i)(—1+3i)?
O 5+5i O —7+5i
. (.1
3 - A quoi est égal —?
i

Oi o —i

4 — A quoi est égal ?

—1—i

1 1. 1 1.
O =+=i O=—2i
2 2 2 2
5 - A quoi t’alz_Si?
- oi est é ?
d 8 112
447i 4—i
o — o ——
5 5
6 — A quoi est égal (1+1i)>?
O 2+2i O 2—2i

7 — Quel est le nombre qui élevé au carré vaut i ?

O i+il O _L+Li
V2. V2 V2. V2
8 — A quoi est égal 2(—i + 1)(—2i)(—i —1)(—1—i)(i—1)?
O 16i O —16i

9 — Soit z € C, a quoi est égal i(z—1)?

O iz—i O iz+i

—5—>5i

—2—2i
1 1,
—+ =i
2 2

16

O —iz+i

10 — Quels sont les nombres z solutions de I'équation 2° —2z +2 =107

Oiet—i O1l+ietl—i

O—-14+iet—1—1

11 - Quels sont les nombres z solutions de I'équation 22 + (1 —i)z—i=07?

—7—5i

—1+i

—2+2i

2+2iet2—2i



O 1et—i O leti O —leti O —let—i

12 — Quel est le module de -?
—3+4i
O ! O L O ! O 1
V5 V5 25 5
13 — A quoi est égal e’ ?
v3 1. 1 V3. v2 1. V2 V2,
O —+=i O =+ —i O — + =i O —+-—i
2 2 2 2 2 2 2 2
14 - A quoi est égal —e'%?
O el O el Oe's Oe s
15 — A quoi est égal 7’7 ?
o1 o -1 Ot O —i
16 — A quoi est égal e 757 ?
V2 V2, V2 V2, V2 V2 V2 V2
O —+-—i O ———+—i O ———i o-————i
2 2 2 2 2 2 2
17 — A quoi est égal ei3?
1, 3, V3 1 1 V3, 1 3
o =+—i O — + =i o-——i O—=——i
2 2 2 2 2 2 2
. \ . . 1
18 - Soit 8 € R, a quoi est égal -7
e
O e's O e o e O —e'
19 — Soit O € R, & quoi est égal ie'® ?
O ei% O eie+§ 0 ei6+i'21 0 elf+i
20 — A quoi est égal '3 x 77 ?
O e it O et O —e'® O e's
21 — Quelle est la forme trigonométrique de 1 — v/3i ?
O l(cos(z)+isin(z)) O 2(cos(£)+isin(ﬁ))
2 3 3 3 3
1 T .. T T .. T
O —(cos(——)+lsm(——)) | 2(cos (——)+lsm(——))
2 3 3 3 3
1
22 — Soit z un nombre complexe de module 1, a qoi est égal — ?
Z
1 Oz O —z o -z
O =
z
23 — Quelle est 'image des points du plan complexe d’affixe z € C tel que |z +i| <2?
O le cercle de centre A(i) et de rayon 2 O le disque de centre A(—i) et de rayon 2
O le cercle de centre A(—i) et de rayon 2 O le disque de centre A(i) et de rayon 2

el —1
- ?
el +1

24 — Soit 6 € ]—m; [, a quoi est égal



*Exercice 4.2

Donner le module et un argument des nombres complexes suivants :

A=-5

*Exercice 4.3

D=(1+iv3) E=-—V3+v2+iV3++2

Trouver tous les nombres complexes dont le carré est z = —3 —4i.






Dérivées et primitives

1. Dérivées

#Rappel de cours : dérivées des fonctions usuelles

Fonction Dérivée Ensemble de définition | Ensemble de dérivabilité
x—x" (neN) x = nx™ ! R R
X — 1 x'—>—i R* R*
X x2
n * *
x— — (neN) X — R R
x = +/x x+—>L [0;+00[ 10;+o00]
2/x
x — eX x — eX R R
1
x —Inx X — — 10;+o0[ 10; +oo[
X
X — sinx X — COSX R R
X — COSX X — —sinx R R
2 s T
X — tanx x — 1+tan”x R\{E+kﬂ:,k€Z} R\{E+kﬂ:,k€Z}

#Rappel de cours : opérations sur les fonctions dérivables
Soit I un intervalle et u, v deux fonctions dérivables sur I.

e Pour tout A € R, Au est dérivable sur I et (Aw) = A’

e u + v est dérivable sur I et : w+v)Y =u+v

e uy est dérivable sur I et : W) =uv+uw/’
: u as uy uv—uy

e Si v ne s'annule pas sur I, ” est dérivable sur I et (;) =0

e La formule suivante n’est pas explicitement au programme de terminale, mais vous 'avez surement rencontrée
dans des cas particuliers.

Si u est dérivable sur un intervalle I de R et v est dérivable sur un intervalle J tel que pour tout x € I, u(x) € J
alors v ou est dérivable sur I et :

(vou) =u' x (v ou)




> Exemple

On prend une fonction u dérivable sur un intervalle I et strictement positive sur cet intervalle et la fonction

v: x — +/x. La fonction v ou est alors définie sur I par vou(x) = v(u(x)) = y/u(x) et est dérivable sur l'intervalle

I. La fonction v a pour dérivée x — T En appliquant la formule de la dérivée d’une fonction composée, on a
X

(\/ u(x))/ sx o u () x v (u(x)) =u'(x) x

D’ou la formule :

1
24/ u(x)

/_ u
(‘/ﬂ)_z,/ﬂ

On en déduit les dérivées des fonctions composées suivantes :

#Rappel de cours : dérivées des fonctions composées
On considére u une fonction dérivable sur un intervalle I de R.
Fonction Dérivée Ensemble de dérivabilité
u" (neN) | nu'u™! I
1 u’ . .
= - en tout point de I ot u est non nulle
u u
nu’ . .
— (neN) — en tout point de I ot u est non nulle
un un+1
/
u . N . ..
Ju en tout point de I ol u est strictement positive
2/u
et u’et I
u/
Inu = en tout point de I ol u est strictement positive
sinu u’ cosu I
cosu —u’sinu I
*Exercice 5.1

Calculer les dérivées des fonctions suivantes. On ne demande pas ici de donner 'ensemble de dérivabilité de la
fonction.

1 1
fr:x o @22 forx eV faixm — == +x7
x7  x
farx = (x?+3)?

2
-1
f5: x — In(5—4x) f6:x-—>x
1—2x
1 1
frix—=Vx2+1 farx— —— f92X'—>1n(X2——)
V14 x2 2

1 1 1
X ——— cxo \[x+ = ]
f10 3x2—1 fin X fi2 (x2

—1)3
f13: x — cos(1—2x) f14:xn—>(2—x)

cos(3x) fis: x =

firix = VR

cos(x2)
fig: x = In(In(x))

f1g: x = sin(x) cos?(x)



*Exercice 5.2
Donner I'ensemble de dérivabilité et calculer les dérivée des fonctions suivantes :

fiixe— 1+x f2:x+—>—ln 3x+7 farx = (3 +x—2)*
1—x 4—x2
4
far x> —— fsixm— (cosz(x)+ E)sin(Zx) fo:ix— M
eX +e X 2 X

2
f72X'—>% fsrx—=Vx2+6x—1 f9:XHsin(ln(1+;))

2. Primitives

#Rappel de cours Formulaire des primitives
On rappelle qu’on appelle primitive d’une fonction f définie sur un intervalle I toute fonction F dérivable sur I

et vérifiant F' = f.

Fonction Une primitive Domaine de validité
n 1 n+1 . .
x—x" (neN) X — o b'e sur tout intervalle inclus dans R
n
1 . .
X — — x —Inx sur tout intervalle inclus dans ]0; +oo[
X
1 1 . . *
x—— X ——— sur tout intervalle inclus dans R
X X
1 1 . . *
x—— (neNetn=2) | x»——— sur tout intervalle inclus dans R
x" (=n+1)xn!
1 . . o
X— — x = 2/x sur tout intervalle inclus dans R i
Jx
x — eX x — eX sur tout intervalle inclus dans R
X — sinx X — —COS X sur tout intervalle inclus dans R
X — COSX X — sinx sur tout intervalle inclus dans R

*Exercice 5.3
Donner une primitive de chacune des fonctions suivantes et donner le domaine de définition de cette primitive :

1 1
firx > x®—2x%+6x+4 f21x0—>—+—2 f3:1x— 2sinx +cosx
x X
1
farx—oeX+e™ fs:x—1+tan®x ferx—>—
x

#Rappel de cours : Formes a savoir reconnaitre
o Le tableau du paragraphe précédent sur les dérivées des fonctions composées peut également se lire a 'envers

pour obtenir les relations suivantes ot u désigne une fonction a valeurs réelles :



Fonction Une primitive Domaine de validité
u'e e sur tout intervalle ou u est dérivable
u/
JVu sur tout intervalle ol u est dérivable et strictement positive
2/u
u/
= Inu sur tout intervalle ol u est dérivable et strictement positive
u
/ 1, . N ‘.
u'u Eu sur tout intervalle ol u est dérivable
/
u . AY I vl
— —— sur tout intervalle ol u est dérivable et ne s’annule pas
u u
/.n 1 n+1 . \ 2.9
uu™ (neZetn#-1) — sur tout intervalle ou u est dérivable
n
(et ne s’annule pas sin < —2)
u'sinu —cosu sur tout intervalle ol u est dérivable
u’ cosu sinu sur tout intervalle ol u est dérivable

e Parfois, il faut jouer sur les coefficients pour faire apparaitre la forme voulue. Par exemple si on cherche une

primitive sur R de
4x +2

(x2+x+1)2
Le dénominateur est strictement positif sur R ainsi f est définie et continue sur R. On pose u: x — x2 + x + 1.
/

fix—

. o . u
Onau’: x — 2x + 1. On fait apparaitre une expression de la forme —
u

Flx) = 2(2x+1) PN u’(x)

(x2+x+1)2 (u(x))2

o u’ 1 o
Une primitive de — est——, donc une primitive de f sur R est :
u u
—2

F:x— —
x2+x+1

*Exercice 5.4
Trouver une primitives des fonctions suivantes. On précisera 'ensemble de définition de la primitive choisie.

2x 3x? .
fiix— m forx— 1540 fa: x = 7cos(x)sin*(x)
Vx
e 2x+1
f4:x-—>ﬁ fS:me for x — 2x(3x%—1)3
) In(x) . . 2 <3
f7'XHT fs.me fo:x — (6x°+8)sin(x” +4x)
2
1
frorx = (6x+3)vVx2+x+1 fll:x>—>(3x—22 fia:x—
x3—2) x In(x)
2x+5
fis: x = cos(x) fiai x> V/5x+4 S5 s ey
In(x)
: 3 : t : —
f16 X — COS (X) f17 X — an(x) f18 X = X(1+(1H(X))2)
eX 1 .
fiog:x— Toor foo: X — T fo1: x — cos(x)sin(x)
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