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Barbara Hérau-Dostal, Guillaume Gallois

Saint-Stanislas, Juin 2023

1 Exercices type CCINP (& chercher en priorité)

Exercice 1 (nombres complexes) On note U,, 'ensemble des complexes solutions de I’équation 2" = 1, et U I’ensemble
des complexes de module 1.
Pour n € N*, on écrit (3 + 44)" = A,, +iB,, avec A,, et B,, dans R.

1.

Exercice 2 (nombres complexes et polynémes) Pour tout ¢ €]0, 5[, on note : cott =

Montrer que pour tout n € N, < J; Z> eU.

2. Montrer que pour tout n € N*, U,, C U.

3. Pour tout n € N*, exprimer A, 11 et B,,+1 en fonction de A,, et B,.
4.
5

. Montrer que pour tout n € N*, le reste de la division euclidienne de A, par 5 est 3, et le reste de la division

Montrer que les suites (4,) et (B,,) sont & valeurs dans Z.

euclidienne de B,, par 5 est 4.

. En déduire que U U, #U.

nelN*

tant’

Soit n € IN*.

1.
2.

S Gk W

Exercice 3 (suite récurrente) Soient f: z

1.

2.

)21 en fonction de cost et sint.

7r
Soit t € }O, 5 [ Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de (cost+isint

En déduire qu’il existe un polynéme P,, que 'on explicitera, tel que, pour tout ¢ €]0, 5],
sin[(2n + 1)t] = (sint)?" "' P, (cot? t)

Justifier que la somme des racines de P, est égale a @

Expliciter les racines de P,.

Démontrer que pour tout ¢ € [0, 5[, sint <t < tant.

. Montrer que pour tout t €]0, 5|,

1
cot’t < 5l <1+ cot?t

. En déduire
ni2n—1) <~ (2n+1)? n(2n — 1)
<
3 - Z m2k2 3
k=1
. Montrer que
=1 72
25
— k 6
x(1+ 2z)

T30 et (up)n>o définie par ug =1 et Vn € N, upp1 = f(un).

(a) Montrer que (u,) est bien définie et que pour tout n € N, wu,, > 0.
(b) Montrer que la suite (u,,) est décroissante.

(c) Justifier que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.

1 1
Déterminer la limite de la suite de terme général v,, = - —.
Un+41 Up,
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ao+ -+ ap—1

3. On admet le théoréme de Césaro : si (a,) € RY converge vers £ € R, alors lim =/
n—-+4+oo n
1 n—1
Calculer pour tout n € N, — Z V.
" =0

En déduire un équivalent de u,, lorsque n tend vers +oc.

Exercice 4 (série numérique) Soit (a,b) € (R%)? tel que 14+ a < b. Soit (un)nen une suite réelle a termes strictement

positifs telle que

VneN, Umit_nta
T, n+b

un+1

n

1. Trouver un équivalent de In ( ) quand n — +00.

N—+oco Up,
n—

N
2. Montrer que lim Z In (u"H) = —oo. En déduire que lim w, =0.
= n——+oo

Un+1

n

3. On pose a = b — a et v,, = n®u,,. Montrer que la série Z In ( > converge.

n>1
. A
4. Montrer qu’il existe A € R} tel que u,, ~ —.
n—+oo N
5. Montrer que la série Z U, converge.
n>0
6. Montrer que

S = o2t
= " Oaberl

Exercice 5 (sommes de Riemann)

1. Rappeler le théoréme sur les sommes de Riemann.

n

1 k
2. En déduire la limite de S, = Z — sin <) lorsque n tend vers +oco.
—n n
) ) n k
3. Calculer la limite de T, = Z — lorsque n tend vers +oc.
P

3

4. En utilisant I'inégalité de Taylor-Lagrange, démontrer que Vz € [0,1], |sinz — 2| < 5
1

5. Montrer que pour tout n € N*, |u, — T,,| < —.
n

- k
En déduire la limite de u,, = Z sin (2> quand n — +oo.
k=1 "

Exercice 6 (fonction définie par une intégrale) On considére

fx) = /2'15 %dt

1. Expliquer pourquoi la fonction f est définie sur l'intervalle I =]0, 4o0].
2. Démontrer que f est de classe €' et strictement croissante sur I.
3. On étudie f au voisinage de 0.

(a) Déduire du développement limité de ch au voisinage de 0, qu’il existe un réel a > 0 assez petit pour que

cht—1

vVt €l0,af, 0< "

<t

(b) En déduire que pour certains réels « (on précisera lesquels) :

2x 2x
dt
Oéf(x)f/ - g/ tdt

(¢) En déduire que f(z) =In2+ o (z).
z—0
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(d) Déterminer la tangente a la courbe représentative de f au point (0, f(0)).

Exercice 7 (suite d’intégrales) Pour tout n € N, on pose

1
tn
In:/ dt
o 1+t

1. Justifier que la suite (1,,), oy est bien définie, qu’elle est positive et décroissante.

2. Démontrer que pour tout n € N, I,, <
En déduire la limite de (I,,)

3. Montrer que

_1
n+1°
neN-

1 1 bogntt
I — + / at
2(n+1) n+1Jy (1+1¢)?

1 Logntt
4. On note A,, = ] /0 T t)th. Montrer que A,, = O (%) quand n — +o0.

En déduire un équivalent de I,, quand n — +oo.
5. La série Z I, est-elle convergente ?
n>0
Exercice 8 (équation différentielle)

1. Calculer 'expression de la fonction f qui vérifie ’équation différentielle
VteR, 2"(t)+22'(t)+2z(t) =0

et telle que f(0) =3 et f/(0) = —2.

2. Calculer le développement limité a l'ordre 2 au voisinage de t = 0 de f(¢). En déduire 'allure du graphe de f au
voisinage de ’origine.

3. Etudier le comportement de f(t) lorsque ¢ tend vers 4oo.

4. Démontrer que le produit e f(t) est borné sur R et qu’il atteint ses bornes.

Exercice 9 (matrice, noyau et image d’applications linéaires) Soit n € N*, n > 2.

1. Soit u 'application linéaire définie par :
VP € R,[X], w(P)=XP(1)+(X?—4)P(0)

Déterminer le noyau et 'image de u. On précisera leurs dimensions respectives.

2. Soit f : Ma(R) — My(R), définie par :
f a b\ _ (2a b+c
c d)) \3d a+d

(a) Vérifier que f est un endomorphisme de Ms(IR).

(b) Déterminer la matrice A de f dans la base (E11,E1 2, Ea 1, E22) oit E;; désigne la matrice dont tous les
coefficients sont nuls sauf le coefficient de la i-éme ligne, j-iéme colonne, qui vaut 1.

(c) Déterminer le noyau et 'image de f.

3. On note pour tout n € N, e, : x € Ry — z"e™ ™.
Soit N € N*. On pose E = Vect(eg, €1, ...,en).
On note pour tout f € E, A(f) = f"—f' —2f.

(a) Montrer que (eg, ..., en) est une base de F.
(b) Vérifier que A est un endomorphisme de E.

(¢) Pour N = 2. Ecrire la matrice de f dans la base (e, e1,e2). Préciser le noyau et 'image de A.

Exercice 10 (endomorphisme défini par sa matrice dans une base) On munit R? de sa structure euclidienne ca-
nonique. On considére la matrice

3 0 —4
A=|-2 1 4
2 0 =3

On note u 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique de IR? est A.
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Déterminer u(eq) avec e; = (1,—1,1).

La matrice A est-elle inversible ?

Montrer que u est une symétrie de R3.

Déterminer une base orthonormée de ker(u — id) que ’on notera (ay, as).
Déterminer un vecteur as tel que ker(u + id) = Vect(as).

Montrer que (aj,az,as) est une base de R3.

Déterminer la matrice de u dans la base (a1, as,as) que 'on note B.

®© N oA W

Déterminer la matrice de passage P de la base canonique de R® & (a1, as,a3). Exprimer B en fonction de A et P.

Exercice 11 (projection orthogonale, distance a4 un sev) L’espace E = R* est muni de sa structure euclidienne
canonique. On considére les vecteurs

et le sous-espace H = Vect (eq, ea, e3). On note py la projection orthogonale sur H.
1. Démontrer que H est un hyperplan de E et calculer une équation cartésienne de H.
2. Déterminer une base orthogonale (h1, ho, hs) de H.
3. Pour = € E, exprimer py(z) en fonction de x et des vecteurs h;.
4

. Calculer la matrice de la projection orthogonale sur H, relativement a la base canonique de E. On notera A cette
matrice.

5. Sans utiliser la question précédente, déterminer la matrice B de la projection orthogonale sur H+ notée pgu,
relativement & la base canonique de FE.

Quelle relation est vérifiée par les matrices A et B 7

6. Calculer la distance du vecteur a = (1,0,0,0) au sous-espace H.

Exercice 12 Soit n € N* et p €]0, 1[.
Soit X,Y1,Ys et Z quatres variables aléatoires indépendantes, telles que :

e X suit une loi binomiale B(n,p) : X ~ B(n,p).
e Y] et Y5 suivent une loi uniforme sur {1,--- ,n},
e 7 suit une loi de Bernoulli de paramétre p : Z ~ B(p).
Onnote T = max(¥7,Y3), U=X4+Y, V=X -Yet W=XZ.
1. Préciser les espérances et variances de X, Y7, Y5 et Z.
2. Déterminer les espérances et variances de U,V et W.
3. Calculer P(X =Y).
4. Loide T.
(a) Calculer pour k € {1,--- ,n}, P(T < k).
(b) Déterminer la loi de T
(c) Calculer 'espérance de T
5. Loi de W.
(a) Déterminer la loi de W.
(b) Calculer 'espérance de W.

Exercice 13 Onu effectue une suite de lancers indépendants d’une piéce de monnaie équilibrée. On note Py (respectivement
F}) Iévénement « le résultat du k-éme lancer est pile (respectivement face) ».

Pour simplifier les écritures, on note par exemple I’événement P; N Fy par Py Fy.

On définit la variable aléatoire X égale k (k > 2) si 'on obtient pour la premiére fois pile au (k — 1)-éme lancer suivi de
face au k-éme lancer.

X est égal a 0 si le motif PF n’apparait jamais.

On définit la variable aléatoire Y égale & k (k > 2) si l'on obtient pour la premiére fois pile au (k — 1)-éme lancer suivi
de pile au k-éme lancer. Y est égal a 0 si le motif PP n’apparait jamais.

1. Calculer P(X = 2).

2. (a) Soit k un entier supérieur ou égal a 3. Calculer la probabilité conditionnelle Pp, (X = k) puis en déduire que :

11
P(X=k) =+ P(X=k-1)
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(b) On pose, pour tout k > 2, up = 28 P(X = k). Déterminer u; en fonction de k et en déduire la loi de X.
3. Montrer que X admet une espérance et la calculer.
4. (a) Calculer P(Y =2) et P(Y = 3).
(b) Montrer que (Fy, Py, Py, P1 F5) est un systéme complet d’événements.
(¢) En déduire pour tout entier k > 4, une expression de P(Y = k) en fonctionde P(Y =k —1) et P(Y =k —2).
(d) Pour tout k > 2, on pose v, = P(Y = k) et (vo,v1) = (1,0). Montrer que pour tout entier k > 2,

1
Vg = 501@71 + kafz

(e) En déduire la loi de Y.

(f) Montrer que Y admet une espérance et la calculer.
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2 Exercices type Centrale/Mines
Exercice 14 Soit P € C[X] non nul vérifiant
(B): P(X?*) = P(X)P(X +1)

1. Montrer que si A est racine non nulle de P alors |A| = 1.

2. Trouver tous les polyndémes complexes vérifiant (E).
Indication : on pourra remarquer que si A est racine de P alors (A — 1)? est racine de P.

Exercice 15 Soit n € N*. Déterminer les matrices A € M,,(IR) égales a leur comatrice.

(indication : on définit la comatrice de A, notée Com(A) comme la matrice de coefficients (Com(A)); ; = (—1)"7 det(A4; ;)
ou A; ; est la matrice de M,,_1(R) extraite de A en supprimant la i-éme ligne et la j-éme colonne.)

Exercice 16 On considére pour tout entier naturel n,

Expliciter une relation simple entre u,, et u,_1. Donner un équivalent puis un développement & 2 puis 3 termes pour u,,.

Exercice 17 Soient F un espace euclidien et e = (eq,- - ,e,) une base de E.
On définit pour = € F,

n

u(z) =Y (wler)er

k=1
1. Montrer que u est un endomorphisme de FE.
2. L’endomorphisme v est-il injectif 7 Surjectif 7
3. Montrer que pour tout (z,y) € E?, (u(z)|y) = (z|u(y)).
4

. A quelle condition u est-il un projecteur ?

Exercice 18 Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace euclidien E. Montrer que F' et GG sont supplémentaires
orthogonaux si, et seulement si, pour tout = € E, ||z||? = d*(z, F) + d*(z, G).

Exercice 19

1. Montrer que pour tout n € N, il existe un unique réel a,, tel que
e’ +na, =2

2. Montrer que (a,) converge vers 0 et déterminer la nature de la série Z Q-
n>0
3. Déterminer un équivalent de a,.

4. Déterminer la limite de n(1 — na,) quand n — +oco. En déduire un développement asymptotique a deux termes de
Q.

Exercice 20 Soit (£2,7,P) un espace probabilisé. Soit n € N* et p €]0, 1].

Soient A et B deux variables aléatoires indépendantes telles que A suit une loi binomiale de paramétres (n,p) et B suit
une loi uniforme sur {1,---,n}.

Déterminer la probabilité que toutes les solutions de ’équation :

(Ew) y" +[A(w) = 1]y" + B(w)y =0

tendent vers 0 en +oo.
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